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SOUS-GROUPE DE BRAUER INVARIANT ET OBSTRUCTION DE
DESCENTE ITÉRÉE
YANG CAO
Résumé. Pour une variété quasi-projective, lisse, géométriquement intègre sur un corps de
nombres k, on montre que l’obstruction de descente itérée est équivalente à l’obstruction de
descente. Ceci généralise un résultat de Skorobogatov, et ceci répond à une question ouverte de
Poonen. L’idée clé est la notion de sous-groupe de Brauer invariant et la notion d’obstruction
de Brauer-Manin étale invariante pour une k-variété munie d’une action d’un groupe linéaire
connexe.
Summary. For a quasi-projective smooth geometrically integral variety over a number field
k, we prove that the iterated descent obstruction is equivalent to the descent obstruction. This
generalizes a result of Skorobogatov, and this answers an open question of Poonen. The key
idea is the notion of invariant Brauer subgroup and the notion of invariant étale Brauer-Manin
obstruction for a k-variety equipped with an action of a connected linear algebraic group.
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1. Introduction
Soit k un corps de nombres. Soit Ak l’anneau des adèles de k. Pour une k-variété X, on note
X(Ak) l’ensemble des points adéliques de X. On a le plongement diagonal
X(k) ⊂ X(Ak).
C’est une question importante de caractériser l’adhérence des points rationnels dans les points
adéliques (principe de Hasse, approximation faible, approximation forte). Manin en 1970 a
montré que cette adhérence est contenue dans un fermé déterminé par le groupe de Brauer
de la variété X. Depuis lors, divers auteurs (Manin, Colliot-Thélène, Sansuc, Skorobogatov,
Harari, Demarche) ont décrit d’autres fermés de X(Ak) contenant les points rationnels, et se
sont attachés à comprendre les inclusions entre ces divers fermés. On a utilisé pour cela les
torseurs sous des groupes linéaires (finis ou non) sur X, et on a utilisé des combinaisons de ces
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deux approches pour déterminer des fermés minimaux de X(Ak) contenant X(k). Poonen a
décrit une inclusion
X(k) ⊂ X(Ak)
descent,
qui s’itère en
X(k) ⊂ X(Ak)
descent,descent ⊂ X(Ak)
descent,
et demandé ([Po, Question 8.5.5]) si la deuxième inclusion raffine la première. Le théorème
principal du présent article (théorème 1.1) permet de répondre à cette question de Poonen :
X(Ak)
descent,descent = X(Ak)
descent (théorème 1.2 ci-dessous). Ce théorème 1.2 apporte un point
final à l’utilisation combinée du groupe de Brauer et de la descente sous des groupes linéaires
dans la détermination de l’adhérence de X(k) dans X(Ak).
Donnons maintenant des énoncés précis.
On note Ωk l’ensemble des places du corps de nombres k. Pour chaque v ∈ Ωk, on note kv le
complété de k en v et Ov ⊂ kv l’anneau des entiers (Ov = kv pour v archimédienne).
Pour B un sous-groupe de Br(X), on définit
X(Ak)
B = {(xv)v∈Ωk ∈ X(Ak) :
∑
v∈Ωk
invv(ξ(xv)) = 0 ∈ Q/Z, ∀ξ ∈ B}.
Comme l’a remarqué Manin, la théorie du corps de classes donne X(k) ⊆ X(Ak)B.
Soient F un k-groupe algébrique et f : Y → X un F -torseur. Pour tout 1-cocycle σ ∈
Z1(k, F ), on note Fσ, respectivement fσ : Yσ → X le tordu du k-groupe F , respectivement du
torseur f , par le 1-cocycle σ. Alors fσ est un Fσ-torseur. La classe d’isomorphisme du k-groupe
Fσ, respectivement du torseur fσ, ne dépend que de la classe de σ dans H1(k, F ). Par abus de
notation, étant donnée une classe [σ] ∈ H1(k, F ), on note Fσ = F[σ] et fσ = f[σ].
Pour une variété lisse X, on définit (cf. [Po10, §3.3]), l’ensemble suivant
X(Ak)
e´t,Br :=
⋂
f :Y
F−→X,
F fini
⋃
σ∈H1(k,F )
fσ(Yσ(Ak)
Br(Yσ)), (1.1)
et on a une inclusion X(k) ⊂ X(Ak)e´t,Br. Ceci définit une obstruction au principe de Hasse pour
X, appelée obstruction de Brauer-Manin étale, étudiée dans le cas projectif par Skorobogatov,
Harari et Demarche, puis dans le cas quasi-projectif [CDX].
Le résultat principal de cet article est :
Théorème 1.1. Soient G un groupe linéaire quelconque, Z une variété lisse et p : X → Z un
G-torseur. Alors :
Z(Ak)
e´t,Br = ∪σ∈H1(k,G)pσ(Xσ(Ak)
e´t,Br).
Pour G fini et Z projective, ce théorème avait déjà été établi par Skorobogatov ([Sk09, Thm.
1.1]). Pour G fini et Z quasi-projective, il avait été ensuite établi par Demarche, Xu et l’auteur
([CDX, Prop. 6.6]). Si Z est projective, π1(Zk¯) est fini et G est une extension d’un k-groupe
fini par un tore, Balestrieri a établi une variante simple dans [Ba, Thm. 1.9], où elle considère
l’obstruction de Brauer-Manin algébrique étale.
3Par ailleurs, dans [Po10, §3.2] et [Po, §8], on définit deux ensembles
X(Ak)
descent :=
⋂
f :Y
F−→X,
F linéaire
⋃
σ∈H1(k,F )
fσ(Yσ(Ak)),
X(Ak)
descent,descent :=
⋂
f :Y
F−→X,
F linéaire
⋃
σ∈H1(k,F )
fσ(Yσ(Ak)
descent).
On a X(k) ⊂ X(Ak)descent et X(k) ⊂ X(Ak)descent,descent. Ceci définit deux nouvelles obstruc-
tions au principe de Hasse pour X, appelée obstruction de descente et obstruction de descente
itérée. D’après une série de travaux ([D09a], [Sk09] et [CDX]), on a X(Ak)e´t,Br = X(Ak)descent
lorsque X est quasi-projective ([CDX, Thm. 1.5]). Du théorème 1.1 on déduit facilement le :
Théorème 1.2. Pour toute variété quasi-projective lisse géométriquement intègre X, on a
X(Ak)
descent,descent = X(Ak)
descent.
L’idée clé de la démonstration du théorème 1.1 est la notion de sous-groupe de Brauer
invariant ([C18, Déf. 3.1]), que nous rappelons ici :
Définition 1.3. Soit G un groupe linéaire connexe.
(1) Soit (X, ρ) une G-variété lisse connexe. Le sous-groupe de Brauer G-invariant de X est
le sous-groupe
BrG(X) := {b ∈ Br(X) : (ρ
∗(b)− p∗2(b)) ∈ p
∗
1Br(G)}
de Br(X), où G×X
p1
−→ G, G×X
p2
−→ X sont les projections et G×X
ρ
−→ X est l’action de G.
(2) Soit X une G-variété lisse quelconque. Le sous-groupe de Brauer G-invariant de X est le
sous-groupe BrG(X) ⊂ Br(X) des éléments α vérifiant α|X′ ∈ BrG(X ′) pour toute composante
connexe X ′ de X.
(3) Soient F un k-groupe fini et X une G-variété lisse quelconque. Un F -torseur Y
f
−→ X est
G-compatible s’il existe une action de G sur Y telle que f soit un G-morphisme.
D’après la proposition 2.5, l’action de G sur Y vérifiant les conditions ci-dessus est unique
et le Fσ-torseur fσ est aussi G-compatible pour tout σ ∈ H1(k, F ). On définit la variante de
X(Ak)
e´t,Br suivante :
X(Ak)
G−e´t,BrG :=
⋂
f :Y
F−→X G−compatible,
F fini
⋃
σ∈H1(k,F )
fσ(Yσ(Ak)
BrG(Yσ)). (1.2)
Alors X(k) ⊂ X(Ak)e´t,Br ⊂ X(Ak)G−e´t,BrG. Ceci définit une obstruction au principe de Hasse
pour X, appelée obstruction de Brauer-Manin étale invariante.
Le théorème suivant joue un rôle clé dans la démonstration du théorème 1.1.
Théorème 1.4. Soient G un groupe linéaire connexe et X une G-variété lisse. Alors
X(Ak)
G−e´t,BrG = X(Ak)
e´t,Br.
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Dans le cas où X est un G-espace homogène à stabilisateur géométrique connexe, d’après le
corollaire 2.7 (4), tout torseur G-compatible sous un k-groupe fini provient de k. Donc on a
X(Ak)
G−e´t,BrG = X(Ak)
BrG(X). Ceci donne X(Ak)BrG(X) = X(Ak)e´t,Br. Ce résultat particulier
peut s’établir aussi via l’approximation forte sur X par rapport à BrG(X) (voir [BD, Thm.
1.4]).
Donnons maintenant la structure de l’article.
Au §2, sur un corps k de caractéristique zéro, on considère la donnée d’un k-groupe algébrique
linéaire G, d’une G-variété X lisse, d’un k-groupe fini F , d’un torseur Y → X sous F , on donne
des conditions équivalentes pour le relèvement, de façon compatible, de l’action de G sur X en
une action sur Y . Ce relèvement n’est pas toujours possible. On étudie les homomorphismes
surjectifs de groupes linéaires connexes H → G avec une action compatible de H sur Y , et
on montre qu’il existe un objet minimal HY . Étant donné un élément α ∈ Br(X), on montre
ensuite qu’il existe un torseur Y → X sous un k-groupe fini commutatif F tel que l’image
réciproque de α dans Br(Y ) soit invariante sous HY .
Au §3, le corps de base k est un corps de nombres. Dans [C18], étant donné un torseur
Y → X sous un groupe linéaire connexe G, j’ai développé la méthode de descente des points
adéliques orthogonaux aux sous-groupes de Brauer invariants. Au §3, on donne deux nouvelles
variantes de cette descente. La première (Proposition 3.1) traite du cas où G est un k-groupe
fini commutatif. La seconde (Proposition 3.4) implique l’obstruction de Brauer-Manin étale
invariante.
Le §2 et le §3 sont utilisés de façon essentielle au §4 où l’on établit le théorème 1.4.
Au §5, en combinant le théorème 1.4 et la proposition 3.4, on établit les théorèmes 1.1 et 1.2.
Conventions et notations.
Soit k un corps quelconque de caractéristique 0. On note k une clôture algébrique et Γk :=
Gal(k¯/k).
Tous les groupes de cohomologie sont des groupes de cohomologie étale.
Une k-variété X est un k-schéma séparé de type fini. Pour X une telle variété, on note
k[X ] son anneau des fonctions globales, k[X ]× son groupe des fonctions inversibles, Pic(X) :=
H1ét(X,Gm) son groupe de Picard et Br(X) := H
2
ét(X,Gm) son groupe de Brauer. Notons
Br1(X) := Ker[Br(X)→ Br(Xk¯)] et Bra(X) := Br1(X)/ImBr(k).
Le groupe Br1(X) est le sous-groupe “algébrique” du groupe de Brauer deX. SiX est intègre, on
note k(X) son corps des fonctions rationnelles et π1(X, x¯) (ou π1(X)) son groupe fondamental
étale, où x¯ est un point géométrique de X. Soit π1(Xk¯)
ab le quotient maximal abélien de π1(Xk¯).
Alors π1(Xk¯)
ab est un Γk-module.
Un k-groupe algébrique G est une k-variété qui est un k-schéma en groupes. On note eG
l’unité de G et G∗ le groupe des caractères de Gk¯. C’est un module galoisien de type fini.
Un k-groupe fini F est un k-groupe algébrique qui est fini sur k. Dans ce cas, F est déterminé
par le Γk-groupe F (k¯). Pour toute k-variété lisse X, on a un isomorphisme canonique ([SGA1,
§XI.5]) :
H1(π1(X), F (k¯))
∼
→ H1(X,F ) et donc H1(Xk¯, F ) ∼= Homcont(π1(Xk¯), F (k¯))/ ∼ (1.3)
où l’action de π1(X) sur F (k¯) est induite par celle de Γk et ∼ est induite par la conjugaison.
5Soit G un k-groupe algébrique. Une G-variété (X, ρ) (ou X) est une k-variété X munie d’une
action à gauche G×k X
ρ
−→ X. Un k-morphisme de G-variétés est appelé G-morphisme s’il est
compatible avec l’action de G.
2. Préliminaires sur les torseurs sous un groupe fini
Dans toute cette section, k est un corps quelconque de caractéristique 0. Sauf mention expli-
cite du contraire, une variété est une k-variété.
Soient X une variété lisse géométriquement intègre et p : X → Spec k le morphisme de
structure. Fixons un entier n ≥ 2. Soit SX un groupe de type multiplicatif tel que S∗X ∼=
H1(Xk¯, µn) comme Γk-modules. On rappelle que H
1(Xk¯, µn) est fini.
Soit D+(k) la catégorie dérivée bornée à gauche de la catégorie des faisceaux étales sur le
petit site de Spec k. Dans D+(k), il existe deux morphismes canoniques Gm → Rp∗Gm et
µn → Rp∗µn. Soient ∆ le cône de Gm[1] → Rp∗Gm[1] et ∆n le cône de µn[1] → Rp∗µn[1]. La
suite exacte de Kummer donne un diagramme commutatif de triangles distingués :
∆n[−2] //
ψ

µn //

Rp∗µn
+1
//

∆[−2] //
n·

Gm //
n·

Rp∗Gm
+1
//
n·

∆[−2] //
+1

Gm //
+1

Rp∗Gm
+1
//
+1
 .
Les faisceaux de cohomologie des complexes ∆n et ∆ se calculent comme suit :
∆n ∈ D
≥0(k), H0(∆n) ∼= S
∗
X := H
1(Xk¯, µn),
∆ ∈ D≥−1(k), H−1(∆) = k¯[X ]×/k¯× et H0(∆) = Pic(Xk¯).
Le morphisme ψ : ∆n → ∆ induit un morphisme ψ≤0 := τ≤0ψ : S∗X → τ≤0∆.
Harari et Skorobogatov montrent que, pour tout groupe de type multiplicatif S, on a une
suite exacte naturelle ([HS13, Prop. 1.1], où τ≤0∆ est noté KD′(X)) :
H1(k, S)→ H1(X,S)
χ
−→ HomD+(k)(S
∗, τ≤0∆)→ H
2(k, S). (2.1)
Définition 2.1. Un torseur universel de n-torsion pour X est un SX-torseur TX sur X tel que
χ([TX ]) = ψ≤0 : S
∗
X → τ≤0∆.
D’après [HS13, Prop. 1.3], si X(k) 6= ∅, pour chaque x ∈ X(k), il existe alors un unique
torseur universel de n-torsion TX pour X tel que x∗[TX ] = 0 ∈ H1(k, SX).
Dans le cas où k est un corps de nombres, il existe un torseur universel de n-torsion pour X
lorsque X(Ak)Br1(X) 6= ∅ ([HS13, Cor. 3.6]).
Proposition 2.2. Soit TX un torseur universel de n-torsion pour X. Soit S un groupe de
type multiplicatif tel que n · S = 0. Alors, pour tout S-torseur Y sur X, il existe un unique
homomorphisme φ : SX → S tel que
φ∗([TX ])− [Y ] ∈ Im(H
1(k, S)→ H1(X,S)).
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Démonstration. D’après la suite exacte naturelle (2.1), il suffit de montrer qu’il existe un ho-
momorphisme φ∗ : S∗ → S∗X tel que χ([Y ]) = ψ≤0 ◦ φ
∗. Puisque S∗ ∈ D≤0(k), on a
HomD+(k)(S
∗, S∗X)
∼
→ HomD+(k)(S
∗,∆n), HomD+(k)(S
∗, τ≤0∆)
∼
→ HomD+(k)(S
∗,∆)
et HomD+(k)(S∗,∆[−1]) = Homk(S∗,H−1(∆)) = Homk(S∗, k¯[X ]×/k¯×) = 0. Ceci donne une
suite exacte
0→ HomD+(k)(S
∗, S∗X)→ HomD+(k)(S
∗, τ≤0∆)
n·
−→ HomD+(k)(S
∗, τ≤0∆).
Puisque n · S∗ = 0, on a HomD+(k)(S∗, S∗X)
∼
→ HomD+(k)(S
∗, τ≤0∆), d’où le résultat. 
L’homomorphisme φ dans la proposition 2.2 est appelé le n-type de [Y ].
Sur k¯, on obtient un isomorphisme de Γk-modules :
τX,S : Homk¯(SX , S) ∼= Homk¯(S
∗, S∗X)→ H
1(Xk¯, S) : φ 7→ φ∗([TX ]k¯).
En particulier, si S = µn, on a un Γk-isomorphisme naturel
τX : S
∗
X
∼
→ H1(Xk¯, µn) : φ 7→ φ∗(TX). (2.2)
Puisque S∗X ∼= Homk¯(SX , µn), le tordu de τX par µ
⊗−1
n donne un Γk-isomorphisme naturel
τX(−1) : Hom(SX ,Z/n)
∼
→ H1(Xk¯,Z/n) ∼= Homcont(π1(Xk¯)
ab,Z/n) : ψ 7→ ψ(k¯) ◦ τpi1, (2.3)
où τpi1 : π1(Xk¯)
ab → SX(k¯) est l’homomorphisme induit par TX . Ainsi τpi1 induit un isomor-
phisme de Γk-modules π1(Xk¯)
ab/n
∼
→ SX(k¯) et TX est géométriquement intègre.
Corollaire 2.3. Soit X une variété lisse géométriquement intègre. Soient M un Z/n-module
et π1(Xk¯)
ab θ−→ M un homomorphisme surjectif de noyau Γk-invariant. Supposons qu’il existe
un torseur universel de n-torsion pour X. Alors il existe un k-groupe fini commutatif S et
un S-torseur T → X tels que T soit lisse géométriquement intègre, S(k¯) = M et que, dans
H1(Xk¯, S) ∼= Homcont(π1(Xk¯)
ab,M), on ait [Tk¯] = θ.
Démonstration. Soit TX un torseur universel de n-torsion pour X (un torseur sous le k-groupe
SX). Puisque Ker(θ) est Γk-invariant, il existe une unique Γk-structure sur M telle que θ
soit un Γk-morphisme. Ceci induit un k-groupe commutatif S et un homomorphisme surjectif
θ′ : SX → S tels que S(k¯) = M et que θ′(k¯) ◦ τpi1 = θ. Alors T := θ
′
∗TX := TX ×
SX S donne
l’énoncé. 
Corollaire 2.4. Soit G un groupe linéaire connexe. Pour tout Z/n-module fini M et tout ho-
momorphisme surjectif π1(Gk¯)
θ
−→M de noyau Γk-invariant, il existe un unique groupe linéaire
connexe H isogène à G, i.e. muni d’un homomorphisme fini surjectif ψ : H → G, tel que
(Ker(ψ))(k¯) ∼= M et que la composition π1(Hk¯)
ψpi1−−→ π1(Gk¯)
θ
−→M soit nulle.
De plus, pour tout groupe linéaire connexeH1, tout homomorphisme fini surjectif ψ1 : H1 → G
vérifiant θ ◦ ψ1,pi1 = 0, se factorise par ψ.
Démonstration. Puisque G(k) 6= ∅, il existe un unique torseur universel de n-torsion TG (un
SG-torseur sur G) tel que TG|eG ∼= SG.
D’après le corollaire 2.3, il existe un k-groupe fini commutatif S et un S-torseur H
ψ
−→ G
tels que S(k¯) = M et que l’homomorphisme π1(Gk¯) → S(k¯) induit par [Hk¯] soit θ. Donc la
composition θ ◦ ψpi1 est nulle. Après avoir tordu par un élément de H
1(k, S), on peut supposer
7que [H ]|eG = 0 ∈ H
1(k, S). D’après [CT08, Thm. 5.6], il existe une unique structure de groupe
sur H telle que ψ soit un homomorphisme et que Ker(ψ) = S.
Pour tout groupe linéaire connexe H1 et tout homomorphisme fini surjectif ψ1 : H1 → G, le
noyau ψ1 est commutatif et on a une suite exacte de Γk-modules :
π1(H1,k¯)→ π1(Gk¯)→ Ker(ψ1)(k¯)→ 0.
Ceci donne un homomorphisme surjectif de Γk-modules θ1 : Ker(ψ1)(k¯) → M ∼= S(k¯) et,
puisque [H1]|eG = 0 = [H ]|eG, on a θ1,∗([H1]) = [H ] ∈ H
1(X,S). En utilisant l’action de
S, on a un Ker(ψ1)-morphisme φ : H1 → H au-dessus de G tel que φ(eH1) = eH . Soient
χ1, χ2 : H1×H1 → H deux morphismes avec χ1(h1, h2) = φ(h1 ·h2) et χ2(h1, h2) = φ(h1) ·φ(h2)
pour tous h1, h2 ∈ H1. Alors χ1(eH1 , eH1) = χ2(eH1 , eH1) et ψ ◦ χ1 = ψ ◦ χ2. Ceci induit :
χ : H1 ×k H1
χ1,χ2
−−−→ H ×G H ∼= H ×k S
p2
−→ S.
Puisque H1 est connexe, on a Im(χ) = eS, χ1 = χ2 et φ est un homomorphisme. 
Soient G un groupe linéaire connexe et (X, ρ) une G-variété lisse géométriquement intègre.
Soient F un k-groupe fini et f : Y → X un F -torseur. Notons p1 : G×X → G, p2 : G×X → X
les deux projections.
D’après [SGA1, X.2.2], on a deux suites exactes de groupes fondamentaux
1→ π1(Xk¯)→ π1(X)→ Γk → 1 et 1→ π1((G×X)k¯)→ π1(G×X)→ Γk → 1.
D’après [SGA1, XII.5.2], on a π1((G×X)k¯) ∼= π1(Gk¯)× π1(Xk¯), car ceci vaut pour les espaces
topologiques. Alors on a une suite exacte de groupes fondamentaux :
1→ π1(Gk¯)→ π1(G×X)
p2,pi1−−−→ π1(X)→ 1
qui admet une section induite par ie : X → G × X : x 7→ (eG, x). D’après (1.3), cette suite
exacte induit une suite exacte d’ensembles pointés (voir [Se65, §5.8])
1→ H1(X,F )
p∗2−→ H1(G×X,F )
ι
−→ H1(Gk¯, F )
pi1(X) (2.4)
et p∗2 admet une section induite par i
∗
e.
Proposition 2.5. Soient G un groupe linéaire connexe et (X, ρ) une G-variété lisse géomé-
triquement intègre. Soient F un k-groupe fini et f : Y → X un F -torseur. Alors les hypothèses
ci-dessous sont équivalentes :
(a) on a ρ∗([Y ]) = p∗2([Y ]) ∈ H
1(G×X,F ) ;
(b) pour ι dans (2.4), on a ι(ρ∗([Y ])) = 0 ∈ H1(Gk¯, F ) ;
(c) le F -torseur Y est G-compatible, i.e. l’action de G sur X se relève en une action sur Y ;
(d) il existe un morphisme ρY : G× Y → Y tel que ρY |eG×Y = idY et que ρY soit compatible
avec ρ, i.e. ρ ◦ (idG × f) = f ◦ ρY .
De plus, sous les hypothèses ci-dessus, on a
(1) l’action de G sur Y pour laquelle f est un G-morphisme est unique ;
(2) l’action de G et celle de F commutent ;
(3) pour tout σ ∈ H1(k, F ), le Fσ-torseur Yσ est G-compatible.
Démonstration. Puisque i∗e(p
∗
2([Y ])) = i
∗
e(ρ
∗([Y ])) dans H1(X,F ), l’équivalence (a)⇔(b) dé-
coule de la suite exacte (2.4
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Lemme 2.6. Pour tout k-schéma de type fini Z et tous morphismes θ1, θ2 : G × Z → Y , si
f ◦ θ1 = f ◦ θ2 et θ1|eG×Z = θ2|eG×Z, alors θ1 = θ2.
Démonstration. En fait, θ1, θ2 induisent un morphisme
θ : G× Z
(θ1,θ2)
−−−→ Y ×X Y ∼= Y ×k F
prF−−→ F
tel que θ(eG × Z) ∈ eF . Puisque G est intègre, θ(G× Z) ∈ eF et donc θ1 = θ2. 
Supposons (c).
Soient θ1, θ2 deux actions de G sur Y telles que f soit un G-morphisme. Puisque f ◦ θ1 =
ρ ◦ (idG × f) = f ◦ θ2, On applique le lemme 2.6 à θ1, θ2 : G× Y → Y et on obtient (1).
Soient θ1, θ2 : G × F × Y → Y les deux morphismes définis par θ1(g, a, y) = g · (a · y) et
θ2(g, a, y) = a · (g ·y) pour tous g ∈ G, a ∈ F et y ∈ Y . Alors θ1(eG, a, y) = a ·y = θ2(eG, a, y) et
(f ◦ θ1)(g, a, y) = g · f(y) = (f ◦ θ2)(g, a, y). On applique le lemme 2.6 à θ1, θ2 : G×F ×Y → Y
et on obtient (2).
Pour le F -torseur p∗2([Y ]) = (G×Y → G×X), l’énoncé (2) montre que l’action G×Y → Y est
un F -morphisme compatible avec ρ. Ceci induit un isomorphisme de F -torseur p∗2([Y ]) = ρ
∗([Y ])
et on a (a).
Pour (a)⇒(d), soient ρ∗Y le pullback de Y par ρ et p∗2Y := G × Y . Notons MorF (p
∗
2Y, F )
l’ensemble des morphismes χ : p∗2Y → F tels que χ(a · y) = a ·χ(y) · a
−1 pour tous a ∈ F et y ∈
p∗2Y . Définissons de même MorF (Y, F ). Alors Y ∼= eG×Y ⊂ p
∗
2Y induit un morphisme surjectif
MorF (p
∗
2Y, F )
Mor(ie)
−−−−→ MorF (Y, F ), car il existe une section induit par p2. Par hypothèse, on a un
isomorphisme de F -torseur p∗2Y
φ
−→ ρ∗Y . Pour un autre isomorphisme φ1, l’argument classique
montre qu’il existe un χ1 ∈ MorF (p∗2Y, F ) tel que φ1 = χ1 · φ. Puisque Mor(ie) est surjectif, on
peut supposer que φ|eG×X est l’identité de Y . Le morphisme ρY : G × Y
φ
−→ ρ∗Y → Y donne
(d).
Pour (d)⇒(c), l’hypothèse (d) donne un diagramme commutatif :
idY : eG × Y
f

ie,Y
// G× Y
idG×f

ρY
// Y
f

idX : eG ×X
ie
// G×X
ρ
// X
tel que ρY ◦ ie,Y = idY . Soient θ1, θ2 : G×G× Y → Y les deux morphismes définis par
θ1(g1, g2, y) = g1 · (g2 · y) et θ2(g1, g2, y) = (g1 · g2) · y
pour tous g1, g2 ∈ G et y ∈ Y . Alors θ1(eG, g2, y) = θ2(eG, g2, y) et le lemme 2.6 montre que
θ1 = θ2. Donc ρY est une action et f est un G-morphisme. Ceci donne (c).
Puisque l’énoncé (b) est un énoncé sur k¯, on obtient (3). 
Corollaire 2.7. Soient G un groupe linéaire connexe et (X, ρ) une G-variété lisse géomé-
triquement intègre. Alors ρ induit un homomorphisme ρpi1 : π1(Gk¯) → π1(X) et, pour tout
k-groupe fini F , il induit ρ∗pi1 : H
1(X,F )→ H1(Gk¯, F ) et on a :
(1) le sous-groupe Im(ρpi1) ⊂ π1(X) est normal et il est contenu dans le centre de π1(Xk¯) ;
(2) pour tout α ∈ H1(X,F ), on a ρ∗pi1(α) = ι(ρ
∗(α)), où ι est dans (2.4) ;
9(3) pour tout 1-cocycle a de π1(X) à valeurs dans F (k¯), l’homomorphisme a◦ρpi1 : π1(Gk¯)→
F (k¯) est de noyau Γk-invariant, et il est nul si et seulement si ρ
∗
pi1([a]) = 0 ;
(4) si X est un G-espace homogène à stabilisateur géométrique connexe, alors tout F -torseur
G-compatible provient d’un F -torseur sur k.
Démonstration. L’énoncé (1) vaut car π1(Gk¯) = Ker(π1(G×X)
p2,∗
−−→ π1(X)) et π1((G×X)k¯) ∼=
π1(Gk¯)× π1(Xk¯). Les énoncés (2) et (3) découlent par définition.
Pour (4), dans ce cas, Im(ρpi1) = π1(Xk¯) ([Sz, Prop. 5.5.4]). D’après la proposition 2.5 et (2),
(3) ci-dessus, tout F -torseur G-compatible est trivial sur Xk¯, et donc il provient d’un F -torseur
sur k. 
Corollaire 2.8. Sous les notations et les hypothèses ci-dessus, supposons que f est G-compatible.
Alors, pour tout k-schéma fini étale E, la restriction de Weil V := RX×E/X(Y × E) est un
RE/k(F ×k E)-torseur G-compatible sur X.
Démonstration. Notons fV : V → X. Par hypothèse, fV est un torseur sous le groupe
RX×E/X(F ×X × E) ∼= RE/k(F ×k E).
On considère G×V comme un X-schéma par le morphisme G×V
idG×fV−−−−→ G×X
ρ
−→ X et G×Y
comme un X-schéma par ρ ◦ (idG × f). Dans ce cas, tout morphisme ρV ∈ MorX(G × V, V )
satisfait fV ◦ ρV = ρ ◦ (idG × fV ). D’après la proposition 2.5 (d), il suffit de trouver un ρV ∈
MorX(G× V, V ) tel que ρV |eG×V = idV . Puisque
MorX(V, V )
∼
→ MorX×E(V ×E, Y ×E) et que MorX(G×V, V )
∼
→ MorX×E(G×V ×E, Y ×E),
l’identité idV induit un morphisme V × E
θ
−→ Y × E. Le X × E-morphisme
G× V ×E
idG×θ−−−→ G× Y ×E
ρY ×idE−−−−→ Y × E
induit un morphisme ρV ∈ MorX(G× V, V ) qui satisfait ρV |eG×V = idV . 
Corollaire 2.9. Soient G un groupe linéaire connexe, Z une variété lisse géométriquement
intègre et p : X → Z un G-torseur. Pour tout k-groupe fini F et tout F -torseur G-compatible
Y → X, il existe un F -torseur YZ sur Z tel que [Y ] = p
∗([YZ ]) ∈ H
1(X,F ).
Démonstration. D’après la proposition 2.5 (3), Y est un G×F -torseur sur Z tel que Y/F = X.
Alors YZ := Y/G est un F -torseur sur Z et Y → YZ est un F -morphisme. Donc [Y ] =
p∗([YZ ]). 
Soit G un groupe linéaire connexe. Soit CG la catégorie des groupes linéaires connexes H
isogènes à G, i.e. munis d’un homomorphisme fini surjectif ψ : H → G.
Soit (X, ρ) une G-variété lisse géométriquement intègre. Soient F un k-groupe fini et f : Y →
X un F -torseur. Soit CG(Y ) la sous-catégorie pleine de CG dont les objets sont les groupes H
isogènes à G tels que f soit H-compatible. D’après la proposition 2.5 (1), tout objet H ∈ CG(Y )
admet une unique action sur Y telle que f soit un H-morphisme. Alors tout morphisme de
CG(Y ) est compatible avec les actions ci-dessus.
Proposition 2.10. La catégorie CG(Y ) admet un objet final (HY
ψY−→ G), et un objet (H
ψ
−→
G) ∈ CG(Y ) est final si et seulement si l’action de ker(ψ) sur Y est libre.
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Démonstration. Dans la suite exacte (2.4), notons α := ι(ρ∗([Y ])) ∈ H1(Gk¯, F )
pi1(X). Soit θ ∈
Homcont(π1(Gk¯), F (k¯)) un élément correspondant à α selon (1.3). D’après le corollaire 2.7 (3),
le noyau Ker(θ) est Γk-invariant.
La fonctorialité de (2.4) et la proposition 2.5 montrent qu’un objet (H
ψ
−→ G) ∈ CG est
contenu dans CG(Y ) si et seulement si ψ∗(α) = 0 ∈ H1(Hk¯, F ), i.e. θ ◦ ψpi1 = 0 (Corollaire 2.7
(3)), où ψpi1 : π1(Hk¯) → π1(Gk¯). Puisuqe π1(Gk¯) est abélien ([Miy, Thm. 1]), le corollaire 2.4
implique l’existence de l’objet final de CG(Y ).
L’argument ci-dessus montre que la catégorie CG(Y ) est stable par changement de base, i.e.,
pour toute G-variété X ′ et tout G-morphisme X ′ → X, on a un F -torseur Y ′ := Y ×XX ′ → X ′
et CG(Y ′) = CG(Y ) comme sous-catégories de CG.
Soit (HY
ψY−→ G) l’objet final de CG(Y ). Il est l’objet final de CG(Y ′) aussi pour tout Y ′ → X ′
ci-dessus.
Pour montrer que l’action de Ker(ψY ) est libre, on peut supposer que k = k¯ et que X est un
espace homogène de G. Dans ce cas, Y est un espace homogène de F × HY (Proposition 2.5
(2)). Puisque Ker(ψY ) est dans le centre de F ×HY , les stabilisateurs de Ker(ψY ) en tous les
points x ∈ X sont les mêmes. La propriété de l’objet final implique que l’action de Ker(ψY )
soit libre.
Soit (H
ψ
−→ G) ∈ CG(Y ) un objet tel que l’action de ker(ψ) sur Y est libre. Soit φ : H →
HY l’homomorphisme canonique. Puisque ψY , ψ sont finis surjectifs et que HY est connexe,
l’homomorphisme φ est fini surjectif. La proposition 2.5 (1) implique que φ est compatible avec
l’action de H et de HY . Puisque l’action de Ker(ψ) sur Y est libre, φ est un isomorphisme. 
Définition 2.11. L’objet final (HY
ψY−→ G) de CG(Y ) est appelé le groupe minimal compatible
avec le F -torseur Y .
Remarque 2.12. Soient ρpi1 : π1(Gk¯) → π1(X) l’homomorphisme dans le corollaire 2.7 et
α un 1-cocycle de π1(X) en F (k¯) qui correspond à [Y ] ∈ H1(X,F ). Alors α|pi1(Xk¯) est un
homomorphisme. Par la démonstration de la proposition 2.10, le groupe minimal compatible au
F -torseur Y est déterminé par Ker(α◦ρpi1), où α◦ρpi1 : π1(Gk¯)→ F (k¯) est un homomorphisme.
Donc ceci est déterminé par Ker(α|Im(ρpi1 )).
D’après la proposition 2.5 (3), HY est aussi le groupe minimal compatible au Fσ-torseur Yσ
pour tout σ ∈ H1(k, F ).
Corollaire 2.13. Sous les notations et les hypothèses ci-dessus, si Y est géométriquement intègre
sur k, alors il existe un homomorphisme injectif φ : Ker(ψY )→ F d’image centrale compatible
avec l’action de Ker(ψY ) et de F sur Y .
Démonstration. L’action de Ker(ψY ) induit un morphisme :
Φ : Ker(ψY )× Y
ρHY ,prY−−−−−→ Y ×X Y
∼
→ F ×k Y
prF−−→ F,
où ρHY est l’action de HY . Pour tous h ∈ Ker(ψY ), y ∈ Y , on a h · y = Φ(h, y) · y.
Puisque Y est géométriquement intègre, il existe un morphisme φ : Ker(ψY ) → F tel que
Φ = φ ◦ p1, où p1 : Ker(ψY )× Y → Ker(ψY ) est la projection. Puisque l’action de F sur Y est
libre, φ est un homomorphisme. La proposition 2.5 (2) implique que l’image de φ est centrale.
D’après la proposition 2.10, l’action de Ker(ψY ) est libre et donc φ est injectif. 
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Soient U, V deux variétés lisses géométriquement intègres. Notons p1 : U × V → U et p2 :
U × V → V les deux projections.
Le lemme ci-dessous est une variante de [SZ, Thm. 2.6].
Lemme 2.14. On a des isomorphismes naturels de Γk-modules :
(p∗1, p
∗
2) : H
1(Uk¯, µn)⊕H
1(Vk¯, µn)
∼
→ H1((U × V )k¯, µn)
et
(p∗1,∪, p
∗
2) : H
2(Uk¯, µn)⊕ [H
1(Uk¯,Z/n)⊗Z H
1(Vk¯, µn)]⊕H
2(Vk¯, µn)
∼
→ H2((U × V )k¯, µn).
Démonstration. Ceci découle de [SZ, Prop. 2.2] et de [Mi80, Thm. III.3.12]. 
Soient TU (resp. TV ) un torseur universel de n-torsion pour U (resp. pour V ) et SU (resp.
SV ) le groupe correspondant (cf. Définition 2.1). Skorobogatov et Zarhin introduisent un ho-
momorphisme ([SZ, §5]) :
ε : Homk(SU , S
∗
V )→ H
2(U × V, µn) : φ 7→ φ∗[TU ] ∪ [TV ], (2.5)
où ∪ est le cup-produit H1(U, S∗V )× H
1(V, SV ) → H
2(U × V, µn). D’après le même argument
que [SZ, §5] en utilisant (2.2), on a un diagramme commutatif :
(Homk¯(SU ,Z/n)⊗ S
∗
V )
Γk = //
∼
(τU (−1),τV ) ++❲❲❲
❲
❲
❲
❲
❲
❲
❲
❲
❲
❲
❲
❲
❲
❲
❲
❲
❲
Homk(SU , S
∗
V )
ε
// H2(U × V, µn)

(H1(Uk¯,Z/n)⊗H
1(Vk¯, µn))
Γk ∪ // H2((U × V )k¯, µn),
(2.6)
où τU(−1), τV sont définis en (2.2) et (2.3).
Si U(k) 6= ∅, alors il existe un torseur universel de n-torsion pour U . Pour un point u ∈ U(k),
notons
H iu(U, µn) := Ker(H
i(U, µn)
u∗
−→ H i(k, µn)).
Lemme 2.15. Sous les notations et hypothèses ci-dessus, supposons que U(k) 6= ∅ et qu’il existe
un torseur universel de n-torsion TV pour V (sous le groupe SV ). Soient u ∈ U(k) un point et
TU → U un torseur universel de n-torsion (sous le groupe SU). Alors, on a un isomorphisme :
H2u(U, µn)⊕H
2(V, µn)⊕Homk(SU , S
∗
V )
(p∗1,p
∗
2,ε)−−−−−→ H2(U × V, µn).
Démonstration. Notons Ei,j2 (U) := H
i(k,Hj(Uk¯, µn)) ⇒ H
i+j(U, µn) la suite spectrale de
Hochschild-Serre de U et Ei,j2 (V ) (resp. E
i,j
2 (U × V )) celle de V (resp. de U × V ).
Notons H iu(Uk¯, µn) := Ker(H
i(Uk¯, µn)
u∗
−→ H i(k¯, µn)). Alors H0u(Uk¯, µn) = 0 et H
i
u(Uk¯, µn) =
H i(Uk¯, µn) pour i 6= 0. La suite spectrale de Hochschild-Serre donne canoniquement une suite
spectrale :
Ei,j2 (U, u) := H
i(k,Hju(Uk¯, µn))⇒ H
i+j
u (U, µn).
Soit φi,j2 : E
i,j
2 (U, u) ⊕ E
i,j
2 (V ) → E
i,j
2 (U × V ) le morphisme de suites spectrales induit par
(p∗1, p
∗
2). D’après le lemme 2.14, φ
i,j
2 est un isomorphisme pour j = 0, 1 et φ
0,2
2 est injectif. Ainsi
φi,j2 induit une suite exacte par le lemme des cinq :
0→ H2u(U, µn)⊕H
2(V, µn)
p∗1,p
∗
2−−−→ H2(U × V, µn)→ coker(φ
0,2
2 ).
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D’après le lemme 2.14 et le diagramme (2.6), on a coker(φ0,22 ) ∼= (H
1(Uk¯,Z/n)⊗H
1(Vk¯, µn))
Γk
et la composition
Homk(SU , S
∗
V )
ε
−→ H2(U × V, µn)→ H
2((U × V )k¯, µn)
Γk → coker(φ0,22 )
est un isomorphisme, d’où le résultat. 
Proposition 2.16. Soient G un groupe linéaire connexe et X une G-variété lisse géomé-
triquement intègre. Supposons qu’il existe un torseur universel de n-torsion TX
f
−→ X sous
le groupe SX . Soit H
ψ
−→ G le groupe minimal compatible au SX-torseur TX . Alors, pour
tout élément de n-torsion α ∈ Br(X) et tout σ ∈ H1(k, SX), on a f
∗
σ(α) ∈ BrH(TX,σ), où
f ∗σ : Br(X)→ Br(TX,σ) est l’homomorphisme induit par fσ : TX,σ → X.
Démonstration. On peut supposer que σ = 0 ∈ H1(k, SX).
Notons ρH : H × TX → TX l’action de H et p1,H : H × TX → H , p2,H : H × TX → TX les
deux projections. Soit TG un torseur universel de n-torsion pour G sous le groupe SG.
Appliquons le lemme 2.15 à (G,X), on a que : pour tout α1 ∈ H2(X, µn), il existe un
φ ∈ Hom(SG, S
∗
X) et un β ∈ H
2(G, µn) tels que (ρ∗ − p∗2)(α1) = ε(φ) + p
∗
1(β).
Puisque f ∗([TX ]) = 0 ∈ H1(TX , SX), on a
(ψ × f)∗(ε(φ)) = (ψ × f)∗(φ∗([TG]) ∪ [TX ]) = φ∗(ψ
∗([TG])) ∪ f
∗([TX ]) = 0.
Alors (ρ∗H − p
∗
2,H)(f
∗(α1)) = (ψ × f)
∗((ρ∗ − p∗2)(α1)) = (ψ × f)
∗(p∗1(β)) = p
∗
1,H(ψ
∗(β)).
D’après la suite exacte de Kummer, (ρ∗H − p
∗
2,H)(f
∗(α)) ⊂ p∗1,HBr(H), d’où le résultat. 
Nous aurons aussi besoin des résultats suivants, établis dans [C18].
Soient G un groupe linéaire connexe et X une G-variété lisse géométriquement intègre.
(1) On a ([C18, Prop. 3.2 (4)]) :
Br1(X) ⊂ BrG(X). (2.7)
(2) Pour toute extension de corps K/k, et tous x ∈ X(K), g ∈ G(K), α ∈ BrG(X), on a
([C18, Prop. 3.9 (1)]) :
(g · x)∗(α) = g∗(λ(α)) + x∗(α) ∈ Br(K),
où λ : BrG(X) → Bre(G) est l’homomorphisme de Sansuc ([C18, Déf. 3.8]). Alors, dans le cas
où k est un corps de nombres, on a :
G(Ak)
Bra(G) ·X(Ak)
BrG(X) = X(Ak)
BrG(X). (2.8)
3. La descente par rapport au sous-groupe de Brauer invariant
Dans toute cette section, k est un corps de nombres. Sauf mention explicite du contraire, une
variété est une k-variété.
La méthode de descente des points adéliques est établie par Colliot-Thélène et Sansuc dans
[CTSb]. Dans [C18], l’auteur étudie la méthode de descente des points adéliques orthogonaux
aux sous-groupes de Brauer invariants et établit le résultat : pour un groupe linéaire connexe
G, une variété lisse géométriquement intègre Z et un G-torseur p : X → Z,
(1) on a ([C18, Thm. 5.9]) :
Z(Ak)
Br(Z) = ∪σ∈H1(k,G)pσ(Xσ(Ak)
BrGσ (Xσ)); (3.1)
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(2) si G est un tore quasi-trivial, on a ([C18, Prop. 5.2])
Z(Ak)
(p∗)−1B = p(X(Ak)
B), (3.2)
pour tout sous-groupe B ⊂ BrG(X), où p∗ : Br(Z)→ Br(X).
La proposition 3.1 et la proposition 3.4 suivantes sont quelques variantes de ce résultat.
Proposition 3.1. Soient G, H deux groupes linéaires connexes et ψ : H → G un homomor-
phisme surjectif de noyau S fini. Soient X (resp. Y ) une G-variété (resp. H-variété) lisse
géométriquement intègre et f : Y → X un H-morphisme tels que Y soit un S-torseur sur X,
où l’action de S est induite par l’action de H. Alors, pour tout σ ∈ H1(k, S), le tordu Yσ est
une H-variété et on a :
X(Ak)
BrG(X) = ∪σ∈H1(k,S)fσ(Yσ(Ak)
BrH (Yσ)).
Démonstration. Puisque H est connexe, S est contenu dans le centre de H . Donc S est com-
mutatif. D’après [CTSa, Prop. 1.3] et [C18, Lem. 5.4], il existe une suite exacte
0→ S → T0
ϕ
−→ T → 0 (3.3)
où T0 est un tore quasi-trivial et le groupe des caractères T ∗ du tore T vérifie H3(k, T ∗) = 0.
Soit H0 := H ×S T0. Alors H0 est un groupe linéaire connexe et H
ψ
−→ G induit une suite
exacte
1→ T0 → H0
ψ0
−→ G→ 1.
Soit Y0 := Y ×S T0. Notons i : Y → Y0 l’immersion fermée canonique. Alors Y0 est une H0-
variété et f induit un H0-morphisme Y0
f0
−→ X tels que f0 est un T0-torseur. D’après (3.2) et
[C18, Cor. 3.11 (2)], on a
X(Ak)
BrG(X) = f0(Y0(Ak)
BrH0(Y0)).
L’isomorphisme Y0 ×T0 T ∼= Y ×S T0 ×T0 T ∼= X × T induit un T0-morphisme φ : Y0 → T tel
que φ−1(eT ) = i(Y ). D’après des arguments classiques (voir la démonstration de [C18, Thm.
5.9]), pour tout t ∈ T (k), on a φ−1(t) ∼= Y∂(t) et le morphisme φ−1(t) →֒ Y0
f0
−→ X est exactement
f∂(t), où ∂ : T (k)→ H1(k, S) est l’homomorphisme induit par (3.3). D’après [C18, Lem. 5.5 et
Prop. 3.13], φ−1(t) est une H-variété et l’homomorphisme canonique BrH0(Y0) → BrH(φ
−1(t))
est surjectif pour tout t ∈ T (k).
D’après (2.8), Y0(Ak)BrH0(Y0) est T0(Ak)Br1(T0)-invariant. D’après [CLX, Thm. 5.1], on a
T (Ak)
Br1(T ) = ϕ(T0(Ak)
Br1(T0)) · T (k).
Puisque φ(Y0(Ak)BrH0(Y0)) ⊂ T (Ak)Br1(T ), on a :
Y0(Ak)
BrH0(Y0) = T0(Ak)
Br1(T0) · (⊔t∈T (k)φ
−1(t)(Ak)
BrH(φ
−1(t))),
et donc X(Ak)BrG(X) = f0[⊔t∈T (k)φ−1(t)(Ak)BrH(φ
−1(t))] = ∪t∈T (k)f∂(t)[Y∂(t)(Ak)
BrH(Y∂(t))]. 
Rappelons la définition de X(Ak)G−e´t,BrG dans (1.2).
Pour toute variété lisse X, définissons X(Anck ) l’espace des points adéliques de X hors des
places complexes, i.e. on a X(Ak) ∼= (
∏
v complexeX(kv))×X(A
nc
k ). De plus, on a :
X(Ak)
ob ∼= (
∏
v complexe
X(kv))×X(A
nc
k )
ob (3.4)
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pour l’obstruction ob = Br(X) ou ob = Br1(X) ou ob = e´t,Br ou, si X est une G-variété pour
un groupe linéaire connexe G, pour ob = BrG(X) ou ob = G− e´t,BrG.
Le lemme suivant est bien connu (voir [D09b, Lem. 2.2.8] pour une variante).
Lemme 3.2. Soient X une variété lisse et {Xi}i∈I les composantes connexes de X telles que
Xi soit géométriquement intègre pour tout i ∈ I. Alors on a :
X(Anck )
Br1(X) =
∐
i∈I
Xi(A
nc
k )
Br1(Xi), X(Anck )
e´t,Br =
∐
i∈I
Xi(A
nc
k )
e´t,Br
et, si X est une G-variété pour un groupe linéaire connexe G, on a :
X(Anck )
BrG(X) =
∐
i∈I
Xi(A
nc
k )
BrG(Xi) et X(Anck )
G−e´t,BrG =
∐
i∈I
Xi(A
nc
k )
G−e´t,BrG .
Démonstration. Puisque le groupe de Brauer (resp. le sous-groupe de Brauer G-invariant, resp.
l’ensemble des F -torseurs, resp. l’ensemble des F -torseurs G-compatibles pour un k-groupe fini
F ) de X est la somme directe de celui des composantes connexes de X, on obtient l’inclusion
⊃ dans les quatre cas ci-dessus.
Par ailleurs, soit π0(X) le schéma des composantes connexes géométriques de X, i.e. π0(X)
est un k-schéma fini étale et il existe un k-morphisme surjectif φ : X → π0(X) de fibres
géométriquement intègres. Pour tout k-schéma V fini étale connexe, V (Anck ) 6= ∅ implique
V ∼= Spec k. D’après [LX, Prop. 3.3], on a π0(X)(Anck )
Br(pi0(X)) = π0(X)(k). Par définition,
φ∗(Br(π0(X))) ⊂ Br1(X), φ∗(Br(π0(X))) ⊂ BrG(X) et donc on obtient l’inclusion ⊂. 
Le lemme suivant est bien connu.
Lemme 3.3. Soient X une variété lisse, L un groupe linéaire quelconque et h : V → X un
L-torseur. Alors, pour tout x ∈ X(Ak), l’ensemble {σ ∈ H
1(k, L) : x ∈ hσ(Vσ(Ak))} est fini.
Démonstration. Le résultat découle du fait que, pour tout σ ∈ H1(k, L), l’ensemble X1(k, Lσ)
est fini ([Se65, §III.4.6]). 
La proposition suivante est une étape intermédiaire importante dans la démonstration du
théorème 1.1.
Proposition 3.4. Soient G un groupe linéaire connexe, Z une variété lisse géométriquement
intègre et p : X → Z un G-torseur. Alors :
Z(Ak)
e´t,Br = ∪σ∈H1(k,G)pσ(Xσ(Ak)
Gσ−e´t,BrGσ ).
Démonstration. L’inclusion ⊃ découle du fait que, pour tout torseur V → Z sous un k-groupe
fini, l’image réciproque X ×Z V → X est G-compatible.
Pour l’inclusion ⊂, on peut supposer que Z(Ak)e´t,Br 6= ∅.
On fixe un point z ∈ Z(Ak)e´t,Br.
Soit ∆ l’ensemble des σ ∈ H1(k,G) tels que p−1σ (z) ∩ Xσ(Ak)
BrGσ (Xσ) 6= ∅. Alors ∆ 6= ∅
par (3.1). Pour tout σ ∈ ∆, on fixe un point xσ ∈ p−1σ (z) ∩ Xσ(Ak)
BrGσ (Xσ). Ceci induit un
isomorphisme :
Ψσ : G(Ak)→ p
−1
σ (z)(Ak) : g 7→ g · xσ.
Notons :
E0,σ := Ψ
−1
σ (p
−1
σ (z) ∩Xσ(Ak)
BrGσ (Xσ)) et E0 := ⊔σ∈∆E0,σ.
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Pour tout σ ∈ ∆, soit Gσ(Ak)
aσ−→ Hom(Bra(Gσ),Q/Z) l’homomorphisme induit par l’accou-
plement de Brauer-Manin. Donc Ker(aσ) = Gσ(Ak)Bra(Gσ). Notons
Ka,∆ :=
∏
σ∈∆
Ker(aσ) et G∆(Ak) := ⊔σ∈∆Gσ(Ak).
Définissons l’action de Ker(aσ) sur Gσ(Ak) par la multiplication à gauche. Ceci induit une
unique action de Ka,∆ sur G∆(Ak) telle que l’action de Ker(σ1) sur Gσ2(Ak) soit l’identité pour
tous σ1 6= σ2. D’après (2.8), E0 est Ka,∆-invariant.
Soit S l’ensemble des couples (F, V
f
−→ Z) avec F un k-groupe fini et V
f
−→ Z un F -torseur tel
que V soit géométriquement intègre. On définit un ordre partiel : pour tous (F1, V1), (F2, V2) ∈
S, on a (F1, V1) ≤ (F2, V2) si et seulement s’il existe un σ ∈ H1(k, F1) et un homomorphisme
surjectif φ : F2 → F1,σ tels que φ∗([V2]) = [V1,σ].
Pour tout (σ, σ) ∈ H1(k, F )×H1(k,G), on a un diagramme commutatif de Fσ×Gσ-variétés
et de Fσ ×Gσ-morphismes :
Yσ,σ

fσσ
//
pσσ

Xσ
pσ

Vσ
fσ
// Z,
tel que toute verticale soit un Gσ-torseur et que toute horizontale soit un Fσ-torseur.
Pour tout (F, V
f
−→ Z) ∈ S et tout σ ∈ ∆, notons
EF,V,σ := Ψ
−1
σ (p
−1
σ (z) ∩ [∪σ∈H1(k,F )f
σ
σ (Yσ,σ(Ak)
BrGσ (Yσ,σ))]) ⊂ Gσ(Ak) (3.5)
et EF,V := ⊔σ∈∆EF,V,σ ⊂ G∆(Ak).
Lemme 3.5. Pour tout (F, V
f
−→ Z) ∈ S, on a :
(1) l’ensemble EF,V est un sous-ensemble non vide fermé Ka,∆-invariant de E0 ;
(2) pour tout (F1, V1) ∈ S vérifiant (F, V ) ≤ (F1, V1), on a EF1,V1 ⊂ EF,V ;
(3) l’ensemble S est un ensemble ordonné filtrant.
Démonstration. Pour tout σ ∈ H1(k, F ) et tout σ ∈ H1(k,G), le morphisme fσσ est fini. D’après
(2.8) et [Cod, Prop. 4.4], Yσ,σ(Ak)BrGσ (Yσ,σ) est Ker(aσ)-invariant et
fσσ (Yσ,σ(Ak)
BrGσ (Yσ,σ)) ⊂ Xσ(Ak)
BrGσ (Xσ)
est fermé et Ker(aσ)-invariant. Ainsi
Ψ−1σ [p
−1
σ (z) ∩ f
σ
σ (Yσ,σ(Ak)
BrGσ (Yσ,σ))] ⊂ E0,σ
est fermé et Ker(aσ)-invariant.
Appliquant (3.1) et le lemme 3.3 à Yσ,σ
pσσ−→ Vσ, il existe au moins un et au plus un nombre
fini de (σ, σ) ∈ H1(k, F )×H1(k,G) tels que
(fσ ◦ p
σ
σ)
−1(z) ∩ Yσ,σ(Ak)
BrGσ (Yσ,σ) 6= ∅.
Alors p−1σ (z) ∩Xσ(Ak)
BrGσ (Xσ) 6= ∅ et donc un tel σ est dans ∆. Alors EF,V 6= ∅ et (1) découle
du premier paragraphe.
L’énoncé (2) découle de la fonctorialité de l’accouplement de Brauer-Manin.
16 YANG CAO
Pour tous (F1, V1), (F2, V2) ∈ S, on a un F1 × F2-torseur V1 ×Z V2 → Z. Par hypothèse, il
existe un (σ1, σ2) ∈ H1(k, F1)×H1(k, F2) tel que (V1,σ1×Z V2,σ2)(Ak)
Br(V1,σ1×ZV2,σ2 ) 6= ∅. D’après
le lemme 3.2 et (3.4), il existe un k-sous-groupe fermé F3 ⊂ F1,σ1 × F2,σ2 et une composante
connexe V3 ⊂ V1,σ1 ×Z V2,σ2 tels que V3 soit géométriquement intègre et que V3 → Z soit
un F3-torseur compatible avec l’action de F1,σ1 × F2,σ2 sur V1,σ1 ×Z V2,σ2 . Alors le morphisme
h1 : V3 ⊂ V1,σ1 ×Z V2,σ2 → V1,σ1 est compatible avec φ1 : F3 ⊂ F1,σ1 × F2,σ2 → F1,σ1 . Puisque
V1,σ1 est géométriquement intègre, le morphisme h1 est surjectif et donc φ1 est surjectif. Alors
[V1,σ1] = φ1,∗([V3]) et (F1, V1) ≤ (F3, V3). Par ailleurs, (F2, V2) ≤ (F3, V3), d’où l’énoncé (3). 
Soient B := ⊔σ∈∆Hom(Bra(Gσ),Q/Z) et
a∆ : G∆ = ⊔σ∈∆Gσ(Ak)
⊔σ∈∆aσ
−−−−→ ⊔σ∈∆Hom(Bra(Gσ),Q/Z) = B.
En tant qu’ensembles, on a Im(a∆) ∼= Ka,∆\G∆. L’espace Hom(Bra(Gσ),Q/Z) est compact,
car Bra(Gσ) est discret. D’après le lemme 3.3, ∆ est fini et donc B est compact. Puisque aσ
est continu et ouvert ([C18, Lem. 4.1]), l’application a∆ est ouverte. Donc l’image d’un sous-
ensemble fermé Ka,∆-invariant est fermée. Alors a∆(EF,V ) ⊂ B est fermé non vide pour tout
(F, V ) ∈ S. Puisque B est compact et que S est un ensemble ordonné filtrant, d’après le lemme
3.5 (2), l’intersection
⋂
(F,V )∈S
a∆(EF,V ) 6= ∅ et donc E∞ :=
⋂
(F,V )∈S
EF,V 6= ∅.
Il existe un σ ∈ ∆ tel que E∞ ∩ Eσ 6= ∅.
Soient g ∈ E∞ ∩ Eσ et x := Ψσ(g) = g · xσ. Alors pσ(x) = z et, d’après (3.5), on a
x ∈
⋂
(F,V )∈S
[
⋃
σ∈H1(k,F )
fσσ (Yσ,σ(Ak)
BrGσ (Yσ,σ))].
D’après le corollaire 2.9, tout torseur G-compatible sous un k-groupe fini sur X provient d’un
torseur sur Z. D’après [CDX, Lem. 7.1], il suffit de considérer les torseurs géométriquement
intègres. Donc x ∈ Xσ(Ak)Gσ−e´t,BrGσ , d’où le résultat. 
La proposition suivante est une conséquence de [CDX, Prop. 7.4].
Proposition 3.6. Soit X une variété lisse géométriquement intègre. Soit
1→ N → L
ψ
−→ F → 1
une suite exacte de groupes linéaires avec F fini. Soient V → X un L-torseur et Y := V/N → X
le F -torseur induit par ψ, i.e. [Y ] = ψ∗([V ]). Supposons que
(1) le groupe N est connexe ;
ou que (2) le groupe L est fini et N est contenu dans le centre de L.
Alors, pour tout σ ∈ H1(k, F ) avec Yσ(Ak)
Br1(Yσ) 6= ∅, il existe un α ∈ H1(k, L) tel que
ψ∗(α) = σ.
Démonstration. Le cas où N est connexe découle de [CDX, Rem. 7.5].
On considère le cas (2). Dans ce cas, N est un k-groupe fini commutatif. D’après [CTSa,
Prop. 1.3], il existe une suite exacte 0 → N → T → T0 → 0 avec T un tore et T0 un tore
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quasi-trivial. Soit L′ := L ×N T . Alors L′ est un groupe linéaire, car N est contenu dans le
centre de L. Ceci induit un diagramme commutatif de suites exactes et de colonnes exactes :
1

1

1 // N //

L //
ψ2

F
=

// 1
1 // T //

L′
ψ1
//

F // 1
T0
=
//

T0

0 0 .
Appliquons le cas (1) au L′-torseur ψ2,∗([V ]). On obtient un β ∈ H1(k, L′) tel que ψ1,∗(β) = σ.
Puisque H1(k, T0) = 0, il existe un α ∈ H1(k, L) tel que ψ2,∗(α) = β et donc ψ∗(α) = σ. 
4. Démonstration du théorème 1.4
Dans toute cette section, k est un corps de nombres. Sauf mention explicite du contraire, une
variété est une k-variété.
Dans toute cette section, G est un k-groupe linéaire connexe et (X, ρ) une G-variété lisse
géométriquement intègre.
Pour tout k-groupe fini F et tout F -torseur f : Y → X, soit (HY
ψY−→ G) le groupe minimal
compatible au F -torseur Y (cf. Définition 2.11). Pour tout σ ∈ H1(k, F ), le Fσ-torseur fσ :
Yσ → X est HY -compatible, i.e. il existe une unique action de HY sur Yσ telle que fσ soit un
HY -morphisme.
Dans §1, on a défini X(Ak)e´t,Br (cf. (1.1)) et X(Ak)G−e´t,BrG (cf. (1.2)). On définit
X(Ak)
e´t,BrG :=
⋂
f :Y
F−→X,
F fini
⋃
σ∈H1(k,F )
fσ(Yσ(Ak)
BrHY (Yσ))
et
X(Ak)
c.c.,e´t,BrG :=
⋂
f :Y
F−→X
F fini commutatif, Y géo. connexe
⋃
σ∈H1(k,F )
fσ(Yσ(Ak)
BrHY (Yσ))
où geo. connexe signifie géométriquement connexe. On a directement :
X(Ak)
e´t,BrG ⊂ X(Ak)
c.c.,e´t,BrG et X(Ak)
e´t,Br ⊂ X(Ak)
e´t,BrG ⊂ X(Ak)
G−e´t,BrG .
Proposition 4.1. On a X(Ak)c.c.,e´t,BrG ⊂ X(Ak)Br(X).
Démonstration. Il suffit de montrer que, pour tout α ∈ Br(X) et tout x ∈ X(Ak)c.c.,e´t,BrG , on
a α(x) = 0. On fixe un tel x et un tel α.
Il existe un entier n tel que n · α = 0. D’après (2.7), on a x ∈ X(Ak)Br1(X) 6= ∅ et, d’après
[HS13, Cor. 3.6], il existe un torseur universel de n-torsion TX
f
−→ X (un SX-torseur). Soit H
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le groupe minimal compatible au SX-torseur TX . Par hypothèse, il existe un σ ∈ H1(k, SX)
et un point adélique t ∈ TX,σ(Ak)BrH (TX,σ) tels que fσ(t) = x. D’après la proposition 2.16,
f ∗σ(α) ∈ BrH(TX,σ). Alors α(x) = f
∗
σ(α)(t) = 0. 
Le lemme suivant généralise un résultat de Skorobogatov ([Sk09, Thm. 1.1]) et il généralise
aussi [CDX, Prop. 6.6]. Sa démonstration suit l’idée de [Sk09, Page 506] et de [St, Prop. 5.17].
Lemme 4.2. Soient F un k-groupe fini, f : Y → X un F torseur et (HY
ψY−→ G) le groupe
minimal compatible au F -torseur Y . Supposons que Y est géométriquement intègre. Alors
(1) on a X(Ak)
e´t,BrG = ∪σ∈H1(k,F )fσ[Yσ(Ak)
e´t,BrHY ];
(2) on a X(Ak)
e´t,Br = ∪σ∈H1(k,F )fσ[Yσ(Ak)
e´t,Br];
(3) si ψY : HY
∼
→ G est un isomorphisme, on a
X(Ak)
G−e´t,BrG = ∪σ∈H1(k,F )fσ[Yσ(Ak)
G−e´t,BrG ].
Démonstration. L’inclusion ⊃ dans les trois cas est définie par le pullback des torseurs et la
fonctorialité de l’accouplement de Brauer-Manin. On considère l’inclusion ⊂.
Dans le cas (1), il suffit de montrer que, pour tout x ∈ X(Ak)e´t,BrG , il existe un σ ∈ H1(k, F )
et un y ∈ Yσ(Ak)e´t,BrHY tels que fσ(y) = x. On fixe un tel x.
Pour tout σ ∈ H1(k, F ), soient
∆σ := f
−1
σ (x) ∩ Yσ(Ak), Σ := {σ ∈ H
1(k, F ) : ∆σ 6= ∅} et ∆ := ⊔σ∈Σ∆σ.
D’après le lemme 3.3, ∆ et Σ sont finis.
Pour tout σ ∈ H1(k, F ), soit Sσ l’ensemble des X-torseurs sur Y sous certain k-groupe fini
i.e. l’ensemble des quadruples (E,E
ψ
−→ Fσ, V
hV−→ X, h : V → Yσ) avec E un k-groupe fini,
ψ un homomorphisme surjectif, V
hV−→ X un E-torseur et h un E-morphisme sur X. Alors
ψ∗([V ]) = [Yσ] ∈ H
1(k, F ) et h : V → Yσ est un Ker(ψ)-torseur. Donc hα : Vα → Yσ+ψ∗(α) est
un Ker(ψα)-torseur pour tout α ∈ H1(k, E).
Pour tous σ, σ′ ∈ H1(k, F ) et tout (E, ψ, V, h) ∈ Sσ, soient :
∆V := ∪α∈H1(k,E)hα
(
h−1V,α(x) ∩ Vα(Ak)
BrHV (Vα)
)
⊂ ∆, ∆σ := ∩(E,ψ,V,h)∈Sσ∆V ⊂ ∆,
∆σσ′ := ∆
σ ∩∆σ′ et Σ
σ := {σ′ ∈ H1(k, F ) : ∆σσ′ 6= ∅}.
(i) L’ensemble ∆σ est non vide.
En fait, par hypothèse, pour tout (E, ψ, V, h) ∈ Sσ on a ∆V 6= ∅. On définit un ordre partiel
de Sσ : pour tous (E1, ψ1, V1, h1), (E2, ψ2, V2, h2) ∈ Sσ, on a (E1, ψ1, V1, h1) ≤ (E2, ψ2, V2, h2) si
et seulement s’il existe un α ∈ H1(k, E1), un homomorphisme surjectif φ : E2 → E1,α et un
E2-morphisme hφ : V2 → V1,α sur Yσ. Dans ce cas, ∆V2 ⊂ ∆V1 . Puisque
(E1, ψ1, V1, h1), (E2, ψ2, V2, h2) ≤ (E1 ×Fσ E2, ψ1 ◦ (idE1 ×Fσ ψ2), V1 ×Yσ V2, h1 ◦ (idV1 ×Yσ h2)),
l’ensemble Sσ est ordonné filtrant et donc ∆σ 6= ∅.
(ii) Pour tout σ′ ∈ Σσ, on a ∆σ
′
⊂ ∆σ.
En fait, dans ce cas, par hypothèse, pour tout (E, ψ, V, h) ∈ Sσ, il existe un α ∈ H1(k, E) tel
que hα(h
−1
V,α(x)∩ Vα(Ak))∩∆σ′ 6= ∅. Ainsi σ+ψ∗(α) = σ
′ et (Eα, ψα, Vα, hα) ∈ Sσ′ . Ceci induit
une application Sσ → Sσ′ : V 7→ Vα avec ∆Vα = ∆V . Donc ∆
σ′ ⊂ ∆σ.
(iii) Il existe un σ ∈ H1(k, F ) tel que ∆σσ 6= ∅.
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Puisque ∆ est fini, on peut choisir un ∆σ
′
minimal. D’après (i), il existe un σ ∈ Σσ
′
. D’après
(ii), ∆σ ⊂ ∆σ
′
et, puisque ∆σ
′
est minimal, on a ∆σ = ∆σ
′
. Alors ∆σσ 6= ∅.
(iv) On a ∆σσ ⊂ Yσ(Ak)
e´t,BrHY .
Pour tout torseur Z
f1
−→ Yσ sous un k-groupe fini F1, d’après [Sk09, Prop. 2.3 et (4)], il existe
un (E, ψ, V
hV−→ X, h) ∈ Sσ, un homomorphisme surjectif Ker(ψ)→ F1 et un Ker(ψ)-morphisme
V → Z sur Yσ avec
V := RYσ×kFσ/Yσ(Z ×k Fσ)
∼= RYσ/X(Z)×X Yσ
hV−→ X. (4.1)
Donc
∆σσ ⊂ ∪α∈H1(k,Ker(ψ))hα(Vα(Ak)
BrHV (Vα)) ⊂ ∪α∈H1(k,F1)f1,α(Zα(Ak)
BrHZ (Zα)),
d’où l’on déduit (iv).
Les énoncés (iii) et (iv) implique x ∈ ∪σ∈H1(k,F )fσ[Yσ(Ak)
e´t,BrHY ], d’où l’on déduit (1).
L’énoncé (2) découle du même argument que l’énoncé (1).
Pour (3), d’après le corollaire 2.8, le torseur V → X dans (4.1) est G-compatible. L’énoncé
(3) découle du même argument que l’énoncé (1). 
La proposition suivante généralise un lemme de Stoll ([St], voir [CDX, Lem. 7.1]).
Proposition 4.3. Soient G un k-groupe linéaire connexe et (X, ρ) une G-variété lisse géomé-
triquement intègre. Supposons que X(Ak)
G−e´t,BrG 6= ∅. Alors, pour tout k-groupe fini F et tout
F -torseur Y → X, il existe un σ ∈ H1(k, F ) tel qu’il existe une composante connexe Y ′ ⊂ Yσ
qui est géométriquement intègre.
De plus, dans ce cas, il existe un sous k-groupe fermé F ′ ⊂ Fσ tel que Y
′ soit un F ′-torseur
sur X, où l’action de F ′ sur Y ′ est induit par l’action de Fσ sur Yσ.
Démonstration. Le morphisme G×X
ρ
−→ X induit un homomorphisme ρpi1 : π1(Gk¯)→ π1(X).
D’après le corollaire 2.7, l’image Im(ρpi1) est un sous-groupe normal de π1(X) et elle est contenue
dans le centre de π1(Xk¯). Pour tout k-groupe fini F1, d’après (1.3), tout F1-torseur Y1 → X
induit un homomorphisme θ1 : π1(Xk¯) → F1(k¯) à conjugation près et, d’après la proposition
2.5 et le corollaire 2.7, Y1 est G-compatible si et seulement si θ1 ◦ ρpi1 = 0.
D’après (1.3), soit α ∈ H1(π1(X), F (k¯)) un 1-cocycle qui correspond à [Y ] ∈ H1(X,F ). Il
existe un sous-groupe ouvert distingué ∆ ⊂ π1(X) tel que α|∆ = 0. Soient ∆k¯ := ∆ ∩ π1(Xk¯)
et αk¯ := α|pi1(Xk¯). Alors αk¯ est un homomorphisme π1(Xk¯)→ F (k¯).
Lemme 4.4. Pour trouver Y ′ dans la proposition 4.3, on peut supposer que ∆k¯ · Im(ρpi1) =
π1(Xk¯) et donc Im(αk¯) = Im(αk¯ ◦ ρpi1).
Démonstration. Le sous-groupe Im(ρpi1) · ∆ est ouvert normal dans π1(X) et soit Y2 → X le
revêtement galoisien correspondant. Par construction, Y2 → X est un torseur G-compatible
sous un k-groupe constant F2 = π1(X)/(Im(ρpi1) ·∆). Par hypothèse, il existe un σ ∈ H
1(k, F2)
tel que Y2,σ(Ak)BrG(Y2,σ) 6= ∅. D’après le lemme 3.2 et (3.4), il existe une composante connexe
Y3 ⊂ Y2 telle que Y3 est géométriquement intègre. Ainsi Y3 → X est un torseur sous un sous-
groupe fermé F3 ⊂ F2,σ et on a
Im(π1(Y3,k¯) →֒ π1(Xk¯)) = π1(Xk¯) ∩ Im(π1(Y2)→ π1(X)) = Im(ρpi1) ·∆k¯.
Alors Y3 → X est G-compatible. Par le lemme 4.2 (3), après avoir remplacé Y3 par son tordu,
on peut supposer que Y3(Ak)G−e´t,BrG 6= ∅.
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S’il existe un σ ∈ H1(k, F ) et une composante connexe Y ′3 du Fσ-torseur Yσ ×X Y3 →
Y3 tels que Y ′3 soit géométriquement intègre, alors l’image de Y
′
3 par le morphisme fini étale
Yσ×X Y3 → Yσ est une composante connexe Y ′ de Yσ telle que Y ′ soit géométriquement intègre.
Donc on peut remplacer X par Y3 et, après avoir remplacé X par Y3, on peut supposer que
∆k¯ · Im(ρpi1) = π1(Xk¯). Puisque αk¯(∆k¯) = 0, on a Im(αk¯) = Im(αk¯ ◦ ρpi1). 
Dans ce cas, puisque π1(Gk¯) est commutatif, Im(αk¯) est commutatif. D’après le corollaire
2.7, αk¯ induit un homomorphisme π1(Xk¯)
ab → F (k¯) de noyau Γk-invariant, car α est dé-
fini sur k. D’après le corollaire 2.3, il existe un k-groupe fini commutatif S et un S-torseur
T → X tels que T soit géométriquement intègre, S(k¯) = Im(αk¯) et que, dans H
1(Xk¯, S) ∼=
Homcont(π1(Xk¯), Im(αk¯)), on ait [Tk¯] = αk¯.
Soit (HY
ψY−→ G) le groupe minimal compatible au F torseur Y . D’après la remarque 2.12,
(HY
ψY−→ G) est aussi le groupe minimal compatible au S-torseur T . D’après le corollaire 2.13,
Ker(ψY ) ∼= S. Donc Y4 := T ×X Y est une HY -variété et Y4 → X est un (S × F )-torseur
HY -compatible. Donc Y5 := Y4/Ker(ψY ) → X est un F -torseur G-compatible et on a un F -
morphisme fini étale φ5 : Y5 → Y/Ker(ψY ). Par hypothèse, il existe un σ ∈ H1(k, F ) tel que
Y5,σ(Ak)
BrG(Y5,σ) 6= ∅. D’après le lemme 3.2, il existe une composante connexe Y ′5 de Y5,σ telle que
Y ′5 soit géométriquement intègre. Ainsi φ5(Y
′
5) est une composante connexe de (Y/Ker(ψY ))σ,
qui est géométriquement intègre. Puisque HY est connexe, les composantes connexes géomé-
triques de (Y/Ker(ψY ))σ et de Yσ sont les mêmes, d’où le résultat. 
Lemme 4.5. On a X(Ak)e´t,BrG = X(Ak)G−e´t,BrG.
Démonstration. Il suffit de montrer que, pour tout x ∈ X(Ak)G−e´t,BrG , tout k-groupe fini F et
tout F -torseur Y
f
−→ X, il existe un σ ∈ H1(k, F ), un y ∈ Yσ(Ak)BrHY (Yσ) tels que fσ(y) = x,
où (HY
ψY−→ G) est le groupe minimal compatible au F -torseur Y .
On fixe de tels x, F, Y, f .
D’après la proposition 4.3, on peut supposer que Y est géométriquement intègre.
D’après le corollaire 2.13, il existe un plongement φ : Ker(ψY ) → F d’image centrale com-
patible avec les actions de Ker(ψY ) et de F sur Y . Ceci induit une suite exacte de k-groupes
finis
1→ Ker(ψY )
φ
−→ F
φ1
−→ F1 → 1
qui définit F1. Alors Y1 := Y/Ker(ψY )
f1
−→ X est un F1-torseur G-compatible sur X. De plus,
Y1 est lisse et géométriquement intègre.
Par hypothèse, il existe un σ1 ∈ H1(k, F1) et un y1 ∈ Y1,σ1(Ak)
BrG(Y1,σ1 ) tels que f1,σ1(y1) = x.
D’après (2.7), Y1,σ1(Ak)
Br1(Y1,σ1 ) 6= ∅. D’après la proposition 3.6 cas (2), il existe un σ0 ∈
H1(k, F ) tel que φ1,∗(σ0) = σ1. Comme l’image de φ est centrale dans F , on a Ker(ψY )σ0 =
Ker(ψY ).
L’argument ci-dessus donne un Ker(ψY )-torseur Yσ0 → Y1,σ1 compatible avec l’action de HY .
D’après la proposition 3.1, il existe un σ2 ∈ H1(k,Ker(ψY )) et un y ∈ Yσ(Ak)BrHY (Yσ) avec
σ := σ0 + σ2 ∈ H
1(k, F ) tels que fσ(y) = x. 
Lemme 4.6. On a X(Ak)e´t,Br = X(Ak)e´t,BrG.
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Démonstration. On peut supposer que X(Ak)e´t,BrG 6= ∅. Il suffit de montrer que, pour tout
k-groupe fini F et tout F -torseur f : Y → X, on a
X(Ak)
e´t,BrG ⊂ ∪σ∈H1(k,F )fσ(Yσ(Ak)
Br(Yσ)).
D’après la proposition 4.3, on peut supposer que Y est géométriquement intègre. L’énoncé
découle de la proposition 4.1 et du lemme 4.2 (1). 
Démonstration du théorème 1.4. D’après le lemme 3.2 et (3.4), on peut supposer que X est
géométriquement intègre. On obtient le théorème par combinaison du lemme 4.6 et du lemme
4.5. 
5. Démonstration des théorèmes 1.1 et 1.2
Dans toute cette section, k est un corps de nombres. Sauf mention explicite du contraire, une
variété est une k-variété.
Démonstration du théorème 1.1. D’après le lemme 3.2 et (3.4), on peut supposer que Z est
géométriquement intègre. SiG est connexe, l’énoncé découle du théorème 1.4 et de la proposition
3.4. Si G est fini, d’après la proposition 4.3, on peut supposer que X est géométriquement
intègre, et le résultat découle du lemme 4.2 (2).
Pour établir le cas général, on reprend certains arguments de [D09a] et [CDX]. Il existe une
suite exacte
1→ N → G
ψ
−→ F → 1
de k-groupes linéaires avec N un k-groupe linéaire connexe et F un k-groupe fini. Alors
h : U := X/N → Z
est un F -torseur. Notons q : X → U . Pour un z ∈ Z(Ak)e´t,Br, il existe un σ ∈ H1(k, F ) et un
u ∈ Uσ(Ak)
e´t,Br tels que hσ(u) = z. D’après la proposition 3.6 (1), il existe un α0 ∈ H1(k,G)
tel que ψ∗(α0) = σ. Ceci induit une suite exacte
1→ N ′
φ
−→ Gα0
ψα0−−→ Fσ → 1
de k-groupes linéaires. Alors N ′
k¯
∼= Nk¯ et N
′ est un k-groupe linéaire connexe. Ainsi qα0 :
Xα0 → Uσ est un N
′-torseur. Donc il existe un β ∈ H1(k,N ′) et un x ∈ (Xα0)β(Ak)
e´t,Br
tels que (qα0)β(x) = u. Soit α := α0 + φ∗(β). Alors (Xα0)β = Xα et pα = hσ ◦ (qα0)β. Donc
x ∈ Xα(Ak)
e´t,Br et pα(x) = z, d’où le résultat. 
Démonstration du théorème 1.2. Ceci découle du théorème 1.1 et de [CDX, Thm. 1.5]. 
Remerciements. Je remercie très chaleureusement Jean-Louis Colliot-Thélène et Cyril De-
marche pour leurs commentaires.
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